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ABSTRACT

Fourier transform (FT) is growing very rapidly and applying in various fields such as analyzing and decomposing

signals in the frequency domain. FT has been extended to quaternion algebra known as the Quaternion Fourier

Transform (QFT). The purpose of this paper are to formulate the definition and properties of the left sided Quaternion

Fractional Fourier Transform (QFFT), to formulate the definition and convolution theorem for left sided QFFT. Firstly,

the results showed the formulation of the left sided QFFT definition and some of the properties such as linearity,

translation, modulation and scalar. Secondly, its showed the formulation of convolution theorem for left sided QFFT

and also the left sided QFFT of conjugate and translation convolution.

Keywords : Algebra Quaternion, Convolution Theorem, Fourier Transform, Fractional Fourier Transform
Quaternion.

ABSTRAK

Transformasi Fourier (TF) berkembang sangat pesat dan diterapkan di berbagai bidang seperti menganalisa dan

mendekomposisi sinyal pada domain frekuensi. TF telah dikembangkan di bidang aljabar quaternion yang disebut

Transformasi Fourier Quaternion (TFQ) Penelitian ini bertujuan untuk merumuskan definisi dan sifat-sifat

Transformasi Fourier Fraksional Quaternion (TFFQ) sisi kiri dan definisi serta teorema konvolusinya. Pertama, hasil

penelitian menunjukkan TFFQ sisi kiri dapat dibangun definisi dan beberapa sifatnya seperti linearitas, translasi,

modulasi dan skala. Kedua, hasil penelitian ini menunjukkan teorema konvolusi untuk TFFQ sisi kiri dan juga TFFQ

sisi kiri dari konjugat dan translasi konvolusi.

Kata Kunci : Aljabar Quaternion, Teorema Konvolusi, Transformasi Fourier, Transformasi Fraksional

Fourier Quaternion.



I PENDAHULUAN

Transformasi Fourier (TF) adalah salah satu metode matematika yang memiliki banyak
manfaat, diantaranya digunakan untuk menganalisa dan melakukan dekomposisi sinyal-sinyal dalam
domain frekuensi (Saribulut ef al., 2013). Transformasi Fourier dan ilmu yang terkait berkembang
sangat pesat karena kegunaannya di berbagai bidang sains dan teknik. Transformasi Fourier
Fraksional (TFF) merupakan generalisasi dari TF yang telah banyak diterapkan dalam pengolahan
citra dan sinyal (Yetik ef a/, 2003). Salah satu kegunaan TFF khususnya pada pengolahan sinyal

yaitu mampu menganalisa frekuensi pada sinyal frekuensi tinggi (Almeida, 1994).

TF juga telah dikembangkan dalam bidang aljabar quaternion yang disebut Transformasi
Fourier Quaternion (TFQ). Menurut Ell dalam Pei dkk. (2001), TFQ ini memiliki beberapa tipe yang
berbeda yaitu TFQ tipe | (dua sisi), TFQ tipe Il (sisi kiri) dan TFQ tipe Ill (sisi kanan) karena tidak
bersifat komutatif pada operasi perkalian bilangan quaternion. TFQ ini diterapkan dalam pengolahan

citra warna dalam domain frekuensinya dan juga dalam perbaikan citra (Hitzer, 2007).

Quaternion merupakan bilangan-bilangan kompleks yang diperluas untuk aljabar dimensi
empat dan terdiri dari satu bagian riil dan tiga bagian kompleks (Morais et al., 2010). Bilangan
quaternion ini diperkenalkan pertama kali oleh William Rowman Hamilton dan telah digunakan dalam
berbagai ilmu seperti kimia, fisika, pemrosesan gambar dan sinyal, komputer grafik serta kompressi
data (Irwan, 2015).

Penggunaan bilangan quaternion juga diterapkan dalam TFF yang disebut Transformasi
Fourier Fraksional Quaternion (TFFQ). TFFQ dua sisi diperkenalkan pertama kali pada tahun 2008
(Guanlei ef al., 2008). Kemudian sifat-sifat konvolusi dari TFFQ dua sisi tersebut dirumuskan pertama
kali pada tahun 2016 (Sharma and Deshmukh, 2016). Selain TFFQ dua sisi, definisi TFFQ sisi kanan
juga telah dibangun berdasarkan konsep TFQ tipe Il (sisi kanan) pada tahun 2013 (Wei and Li, 2013).
Pada tahun 2014, teorema sifat-sifat darn konvolusi TFFQ sisi kanan juga telah dirumuskan
(Sangkala N, 2014)

Il METODE PENELITIAN

Penelitian ini bertempat di Jurusan Matematika FMIPA Universitas Tadulako. Rancangan
penelitian ini berbentuk penelitian kualitatif dengan melakukan studi kepustakaan dengan
mengumpulkan dan mengkaji materi-materi yang berkaitan dengan aljabar aljabar quaternion, TF,
TFF, TFQ dan TFFQ.

Penelitian ini dilakukan dengan melalui tahapan pertama yaitu merumuskan definisi TFFQ
sisi kiri. Setelah definisinya dibangun, maka sifat-sifat TFFQ sisi kiri mulai dirumuskan dengan
menggunakan definisi TFFQ sisi kiri. Kemudian tahap selanjutnya merumuskan definisi konvolusi

pada TFFQ sisi kiri. Setelah definisi konvolusinya dibangun, maka TFFQ sisi kiri dari konvolusi dua



fungsi quaternion (teorema konvolusi) dapat dirumuskan. Kemudian tahapan selanjutnya

merumuskan teorema TFFQ sisi kiri dari sifat-sifat konvolusinya.

M. HASIL DAN PEMBAHASAN
Transformasi Fourier Fraksional Quaternion (TFFQ) merupakan generalisasi dari TFF pada

bilangan quaternion. Definisi TFFQ sisi kiri yang dibangun pada penelitian ini adalah sebagai berikut.

Definisi 1 (TFFQ Sisi Kiri)

Misalkan f € L'(R?; H) adalah fungsi quaternion dua peubah dengan f(x) = fo(x) + if; (x) +
jf(x) + kf;(x) dimana f;, fi, f», f3 € R dan u adalah sebarang bilangan imaginer yang memenuhi p? =
—1. Maka TFFQ sisi kiri didefinisikan sebagai

REPN@) = [ K o) K G 0)f () dx M
R
dimana dx = dx;dx, dan o, = [0, g] serta kernel dari TFFQ sisi kiri untuk persamaan di atas secara

berurutan adalah sebagai berikut

x3+w1? X1Wq xzz+wzz X2w2
1-pcota [t( 1 -= ) B 1-pcotp M( -= )
a = == 2tana sina = |=—=F 2tanp sin g
K (x1, 1) f € dan K, (xz, w;) €

Berikut ini akan disajikan beberapa sifat-sifat TFFQ sisi kiri.

a. Teorema 1 (Sifat Linearitas)

Misalkan f(x) dan g(x) merupakan dua fungsi bernilai quaternion dengan f,g €
L*(R?; H) dan a dan b adalah sebarang konstanta riil, maka
AP {af () + bg (0} (@) = ab {f (1)} (@) + bE {g ()} () @
Bukti :
Dari definisi TFFQ sisi kiri pada persamaan (1), diperoleh
FPaf (x) + bg (1)} ()

_ J K& (1, 1) KE (g, ) (af () + bg (x)) dx
RZ

= af K;{‘(xl, w1) Kf(xz; (Uz)(f(x)) dx + bf K,f(xp w1) Kf (xz,a)z)(g(x)) dx
R2 R2

= af (f (D)} (@) + bE {g(0)}(w)
Dengan demikian terbukti bahwa TFFQ sisi kiri memenuhi sifat linearitas.

b. Teorema 2 (Sifat Translasi)
Misalkan f € L'(R?* H) dan translasi dari fungsi f didefinisikan sebagai 7, f(x) =
f(x1 — Xo1, X2 — sz) dimana Xo1, X02 € R, maka
Fﬂaﬁ{‘[xof(x)}(w) — eu(wlxm sin a+w;,xg,(sin ﬁ))e—%ﬂ(xmz cos @ sin a+xq,” cos B sin B)
. Fﬂa’ﬁ{f}(wl — Xy cOSa, Wy — X5 COS B) 3
Bukti :

Dari definisi TFFQ sisi kiri pada persamaan (1) diketahui
FP g, f (0} (@)



1— ucot a, x1+cu1 X 1—ucot xF+wd _XaWy
f H 2tana stna) I;—ﬁ (2 tanf  sin ﬁ)f(xl — X1, X3 — Xgz)dx
R2 T

Misalkan t = (t,t,) dengan t; = x; — xo;, dan t, = x, — x,,. Selanjutnya lakukan manipulasi
aljabar sehingga menjadi

ESP (e f(0} (@)

2
1- Cota Cosa 2__2 (COS a__1 )
f l'l sma b ~sma tl(a)l—cos ax01)+sma (wy—cos axy1) ) HW1X01\Sine ~sina
R2
1 cos a 1—u cot (cos B s )
e 2’”‘701 COS“ sina sma 7!1 ﬁ 2”‘ sin 8 t*~ sthz(wz cos ﬁxoz)"'smﬁ (w;~cos Bxoz)*
. 2

cos? B 1 0s? B

ﬂwzxoz(-_— - ) Mxoz cosﬁ( 1 )
e sinf  sinf/e 2 sinf _ sinf f(t) dt

Jika diketahui bahwa cos? a + sin? @ = 1 dan cos? § + sin? § = 1. Maka diperoleh

ECP(r fO} (@)

1 . .
— f eu(m1x01 sin a+w,xg,(sin B))e—fll(’fmz cos @ sin a+xg,? cos B sin B)
R2

1—pcota 1 cosa, » _2
#7 ‘u(sina 1 “sina

2 ((9,—c0S axg;)? ) 1—pcotp

——t,(w,—cos ax01)+

o= ez sina .
1 (COSB ty2———5t,(w,—cos Bx )+ os (wz—cos Bxo2) )
. g2Msinpg 2 smB 2i®2 027 Tsin g~ 27 02 f@® dt

Berdasarkan definisi TFFQ sisi kiri, maka diperoleh
FoP {Tx f(x)}(w) = gH(@1xg1 Sin a+wyxo; sin ﬂ)e_%ﬂ(xmz cos a sin a+xgz* cos B sin B)
0
E,a'ﬁ{f(x)}(wl — X, COSQ, Wy — X, COS B)

Dengan demikian terbukti bahwa TFFQ sisi kiri memenubhi sifat translasi.

c. Teorema 3 (Sifat Modulasi)

Misalkan f € L'(R%H) dan modulasi dari fungsi f dinyatakan sebagai

f(x)eH@1¥1ehw2X2 maka sifat modulasi dari TFFQ sisi kiri yaitu
Fﬂa'ﬁ{f(x)e#w1x1e#wzx2}(w)
= ptlcos a(w,?~sina w;*)+cos B(w,*~sin B wzz))e%ﬂ(cosa sin @w,%+cos Bsin B w,?)

Fﬂa'ﬁ{f}(wl —sina wy, w, — sin B w,) @)
Bukti :
Dari definisi TFFQ sisi kiri pada persamaan (1) diperoleh
Fﬂaﬁ{f(x)euwlxleuwzxz}(w)

— 1 (cosa_, 2x;(w;-sina) , cosa —
zf 1-peota (G- PGP s fgw®) Lo Kcoth
R2 21 2
1 (cosﬁ o 2 2x92(w,—sin B) | cos B w2 )
. ez“ sinpg ~02 sin B sin g 2 f(x)dx
. 1(52%0,2) 2u(2Le,?) . .
Selanjutnya bentuk ez"\sina®?"/ dan ez" \sinf“? / pada persamaan di atas ditulis dalam bentuk
1 f(cosa . . 1 (cosp
e;u(sina(wl—smaw1+sma wl)z) dan ez (smﬁ(wz sin B w,+sin B w,)? ) , diperoleh



P ()etorsiehona)(w)

— cosa 2x1(w,—sina cosa . . 2 —
1 [,l cota 2;4 sz X xZ- 1( snlna ), Sna ((wy-sina w,)+sina w;) ) 1—pcotp
IRZ 2m

cos [i‘ sz(wz sin ﬁ) cos B

sm[i‘ SaE Tsmp ((wa—sin B w,)+sin B wz) ) F(X)dx

Setelah melalui proses manipulasi aljabar, dengan mudah dapat diperoleh
EXP{f ()ehoitieho) (o)

1 . .
_ f eu(cas a(w,?-sina w1?)+cos f(w,2-sin f w,?)) efﬂ(cosa sina wq,2+cos B sin f w,?)
R2

1-— ucota lﬂ(cos a2 2x1(wy—sin a)+cos a((wl—sina w1)2)) 1-— u COtﬁ

e2"\sina™t sina sina
2 2w
1 (cosf o 2x2(wz=sinp) cosp — 2
. ezp’(sinﬁx sinp +5mB((w2 sin f w;) ))f(x) dx

Berdasarkan definisi TFFQ sisi kiri, maka diperoleh

FPf (eten®enanz)(w)

= ghl(cos a(w,?-sina w;?)+cos B(w,%-sin B mzz))e%#(cos a sin aw,%+cos B sin B w,?)
EP{F (0} w, — sin @ wy, 0, = sin f w,)

Dengan demikian terbukti bahwa TFFQ sisi kiri memenuhi sifat modulasi.

d. Teorema 4 (Sifat Skala)
Misalkan f e L'(R% H) dan skala dari fungsi f didefinisikan sebagai f,(x) =
f (mx,, mx,), dengan m € R adalah konstanta tidak nol, maka

a. Untuk kasus m > 0

FEP fn ()} (@)
_ _ 1 ? 1 2B

_ 1—pucota 1—ucotf o2 (w2 cota)(l—%cggl)ezu(wzz cotﬁ)(l—%ﬁez)

m2 —pcota |m? — ucotf

6. 6 csca cscf

FOi0: ( : ) 5

U ma} @ mcsc6, 1 csc 0, ®)
b. Untuk kasus m < 0
FEP (fn ()} (@)

2

1-— 1-— ( sca cscfB )1 2 (_ csca)

_ lcota ucotf ezu 4—t1w1mcscg + 400 ezu(wl cota)(1 -5y
m? —ucota .|m? — ucotf

csc? B

1
(s ot (1 -miety) EZ% {f (mx)} (w1

(6)

csca cscf
(o))

mcescl;’ “ mecesch,

dimana 6, = cot™?! (Cfnm) dan 6, = cot™?! (Cfr:f)

Bukti :
Dari definisi TFFQ sisi kiri pada persamaan (1), diketahui

ez"\Sina *1~ Sina tsina 1

2m 21

j 1—pcota 1”(0056! 2_2X100, | COSQ z) 1—pcotp
]RZ

1 (cosﬁ 2 2XpWw, cosﬁ

ef”’ sinf *2 " Sing T sinp ® )f(x) dx
Misalkan : t = (t;,t,) = (mx;, mx,), dari pemisalan ini diperoleh x; =% dan x, = :n—z



Berdasarkan nilai skala (m), maka pembuktian ini dibagi menjadi 2 kasus yaitu untuk m > 0
dan m < 0 sebagai berikut.
a. Kasus 1 (untuk m > 0)

P f (may, ma;)} (@)

t
cos a (t1 z(ﬁl)‘“l cosa
- + oy
1—|J_C()ta sma\m sina sina ]_—ucotﬁ
m? R2 2

1 <cos[i‘ tz)z 2 “’2 4+ C0sB
e

M sinp - sm B sin

w )
f(0) dt
. _1 (cota _1 (cotp
Misalkan 8; = cot (m ) dan 6, = cot (m ) Setelah melalui proses manipulasi aljabar,

dengan mudah diperoleh
P {f (maxy, ma)} (@)

2 1 2
J‘ 1—pcota ez”((“’l)z cota)(l— %Cf‘gl) 1—pcotp o2t (@) cotﬁ)(l— %)
Rz (M2 — pcota m2 — pcotf
2
. 1—pcoth e%u((tl)z cot 6;— Zflwl%cagl csc 91+(ml%cael) cot 61> 1—pcoth,
21 2n

2
2 cscfB csc B
ez,u((tz) cot6,— thwz—m osca, Cs¢ 92+(w2mcsc9

) cot62>
2 f(mx;, mx,) dt
Misalkan (mx,, mx,) = mx. Berdasarkan definisi TFFQ sisi kiri, maka diperoleh

EXP (i ()} (@)

_ _ 1 csca 1 csc? B
_ 1 u cota 1 u COt,B ef[l(wlz Cota)(l—m)eiu(wzzCOtﬂ)(l—m)
m? —ucota .|m? — ucotf

csca cscf )
13)
mescO;,’ ‘mecesco,

E (£ m) (o,

Dengan demikian terbukti bahwa TFFQ sisi kiri memenuhi sifat skala untuk m > 0.

b. Kasus 2 (untuk m < 0)

Q,
P {f tmaxy, ma) (@)
b
1 [cosa ty _Z(H)“’l cosa
1 1—p_cota Fls sma\m) - sina *Sina 1 1—ucotﬂ
- T e it
m2 Jge 2m 2m

P
1 B (ty)? ‘2( ) B
zu(—zﬁsﬁ (& (—ﬁ =T
‘e f(t) dt

Misalkan 6; = cot™? (Cfnta) dan 6, = cot™! (Cfntﬂ) Setelah melalui proses manipulasi aljabar,

dengan mudah diperoleh

EP {fon (0} (@)
2 2
f 12— | cota ezu((wl)2 cota)(l— %) 12_ ucotp e%ll((wz)2 cotﬁ)(l— %)
R2 4| M? — pcota m? — ucotf

2
1 csca csc 1 2 _ _csca _¢sca
efﬂ(“lwlmcscel +4t2w2mcsc92 )ez,u((tl) cot 6, Ztlwlmcscel csc O+ 1csc ) cot 6,

1 cscfB cscfB 2
) 1- /;(;Ot 01 e7u<(t2)2 cotf,— 2t2025 cse ; CSC 92+(w2m) cot 62> ,1 y cotd, F(ma) dt



Berdasarkan definisi TFFQ sisi kiri, maka diperoleh

ESP{fn (0} w)

2
1— pcota 1 — ucot csca escf N L2 ( _M)
2\] L H B ez" 4t1w1mcsc6 +4tzwzmcscez 2#(101 cota)(1 -7 c 0,

m? —ucota .|m? — ucotf

csc? B

_ m) Fﬂ91.92 {f(mx)} (0)1

%u(mzz cot ,8)(1 csca cscf )
e

) W2
mcsco, mcsc 6,
Dengan demikian terbukti bahwa TFFQ sisi kiri memenuhi sifat skala untuk m < 0

Berikut ini definisi konvolusi pada TFFQ sisi kiri, teorema konvolusi pada TFFQ sisi kiri dan
TFFQ sisi kiri dari sifat-sifat konvolusinya.

Definisi 2 (Konvolusi padaTFFQ Sisi Kiri)
Misalkan f,g € L'(R?; ) adalah dua fungsi sebarang yang bernilai quaternion, konvolusi
TFFQ sisi kiri didefinisikan sebagai

1—pcota cosa . |1—pcotp COSB 1t (t,-2)
* — - - i\ =xq) (2~ & " " s[nﬁ
f * 9@ fRz | Pl L

- fOg(x -0 dt Q)

dengan (x —t) = (x; — t1,x, — t3)

a. Teorema 5 (TFFQ sisi kiri dari Konvolusi)

Misalkan f(x) = fo(x) +ifyi(x) +jf2(x) + kf3(x) dan g(x) = go(x) +igi(¥) +jg.(x) +
kf;(x) merupakan dua fungsi bernilai quaternion, maka TFFQ sisi kiri dari konvolusi fungsi f
dan g dengan f, g € L'(R%; H) memenuhi

EEPf % gl (w)

1cosa 2
= e 2sinab®1

1cC
TS [E o (OH@ET (g(x - O} (w)
HEM O E (g (x — O} ) + JEP O 0)EF {g(x — D} w)

+RE {0} @) E P {g(x — O} ()] ®)
Bukti :
Dari definisi TFFQ sisi kiri pada persamaan (1) dan definisi konvolusi pada persamaan (7),
diketahui
EAPf * g} ()

1-— t 1 (cosa 2 s 1 t
f J- ”CO ¢ efu(sinozxlz_smozx1 1+smaw1) %Oﬁ
R2 JR2 T
1 (cos 2 cos
ezf‘(smg 2 mxzwz’fﬁ%) /1 lz‘cowem“utl(tl ) /1 12“0"5’
a T

cos B
grEEXD) ey 0 p) dt da

. esm

Misalkan ¢ = (x — t). Setelah melakukan manipulasi aljabar, dengan mudah diperoleh

EXP{f * gl (w)



— — 1cos 2 1cos B 2 )
= 1—pcota |1—pcotp eZsina Ht1 ez“( smatlwl) eZsmﬁ” 2 32#( Smﬁtzwz
2 21 R2

f® EFP{g(9)}(w) dt

Karena tidak berlaku sifat komutatif pada operasi perkalian bilangan quaternion, maka fungsi
f(t) harus didekomposisi menjadi f(t) = f,(t) + if; (t) + jf>(t) + kf5(t), sehingga diperoleh
FEP(f * g} (w)

1—pcota |1—pcot lcosa 2 1cos § ( 2 tm)
g l; B ezZsina M1 ez"( smatlwl)ezsmﬁuz ezu sinp "2%2
T T 2

R

{EP L9 (@} @) fo(®) +iE {g(@)} @) f (D) +FEP (g (@)} @) fo(®)
+kE P (g(@) @) } dt

1cosa 2 1lcosB

Kalikan kedua ruas dengan ezsina"“1 g2 sim 2 , maka persamaan di atas menjadi

1cosa#w 1c B# W, aﬁ
e2sinah®1 g2 sin B {f *g}(w)

= B (o} @) (9@ @ + i (L (ON@EF (g9} (w)

+EP (O E {g(@)} @) + kP (0} @) B (g (@)} ()
Kalikan kembali kedua ruas pada persamaan di atas dengan e Err ©1% 5~ Z:):g” > dan
selanjutnya substitusi nilai ¢ = (x — t), sehingga diperoleh

ECP{f * g} (w)

= o H SR TSR [F () @) B g (x - ) (@)
HEM O E (g (x — O} ) + JEP{fON0)EF {g(x — D} w)
+RE (DN E P (g (x — D} ()]

Dengan demikian teorema konvolusi TFFQ sisi kiri terbukti.

b. Teorema 6 (TFFQ sisi kiri dari Konjugat Konvolusi)

Misalkan f, g € L*(R?; H) adalah dua fungsi bernilai quaternion, maka
a.B(F— _lcosa o, _1COSB ., 2 FB FB
E T v g)w) = e zma e 2sm 1 (FEP(g(0)(w) ) (B {7 (x - D)@)) ()

Bukti:
Dari definisi TFFQ sisi kiri pada persamaan (1) dan teorema konvolusi TFFQ sisi kiri pada

persamaan (8), diketahui

FF* g} (@)

1—pcota 1L, cosa »__2 cosa 2\ |1— ucot
j f # ez“(sinacx1 sinax1w1+sinaw1) H—ﬁ
R? JR2? 2n
l(COSﬁXZ_ 2 o 08B, ) 1—pcota cosa 1—pcotf 5B .p t,—x,)
_ezﬂ sinf *2" “sinp *2®2 T 5inpg @2 2—esmautl(t1 x1) 2— Sin B#z 27 X2
A s

g - f(x—t)dtdx
Misalkan ¢ = (x — t). Setelah melakukan penjabaran dan manipulasi aljabar, diperoleh

FAP(Fx g)(w)




— — 1cosa 2 1cos B ( 2 )
= 1-pcota |1-p COtB e2sina uty ez"( sina tlwl) e2sinf Ktz ezﬂ sin B t2s
2 21 R2

- §(®) dt [F (f (@)} (w)]

Karena tidak berlaku sifat komutatif terhadap perkalian pada bilangan quaternion, maka fungsi
g(t) harus didekomposisi menjadi g(t) = go(t) —ig,(t) —jg,(t) — kgs(t), sebagai berikut
EP{F+ g} (@)

1—pcota |1—pcot lcosa 2 lcosf . ( 2, )
=\] g l; B eZsina M1 ez"( smatlwl)ezsmﬁ‘u ez‘u sinp ‘2%z
T /s 2
R

{90(®) = i91(®) = jg2(®) — kgs (D} [E P {F (@)} ()] dt

1cosa icos B 2 )
Kalikan kedua ruas pada persamaan (4.28) dengan ezsina #“1 g2sing 2" Sehingga persamaan

di atas menjadi

1cosa

e2sina #w12e%#w22Fua'B{m}(w)
= E“P {go (D} @)EXP {F (@)} (@) — iEXP (g, ()} @) ESP {F ()} (w)
~JE g Y@ E (f (@)} (@) ~ kE (g3 (0} @)E (f (@)} (@)

1cosa os B

Kalikan kedua ruas pada persamaan di atas dengan e zsina % e Zsmﬁ’” 2 dan substitusikan

kembali ¢ = x — t, diperoleh

ESP{Fx g}(w)

lcosa =
= ¢ Zsina H®1

e (B g0 w)) (P - D))

Dengan demikian teorema TFFQ sisi kiri dari konjugat konvolusi terbukti.

c. Teorema 7 (TFFQ sisi kiri dari Translasi Salah Satu Fungsi pada Konvolusi)

Misalkan f,g € L*(R?; H). Jika translasi dari fungsi f didefinisikan sebagai 7, f(x) =
f(x — x¢), maka TFFQ sisi kiri dari translasi salah satu fungsi pada konvolusi memenuhi
FP (e f * g} (@)

_lcosa
=e 2sina #

_1cosp 2 2y 1lcosp 2 1. ( 2 )
e ~2sinf w(wz?— 2w;x02 cos B+ (xoz cos B) eZsinp HXo2 ezﬂ sing Xo2W2

: [ uaﬁ{fo(t — x0)} (w1 — X1 COS @, W, — Xo COS ﬁ)ﬁla"g{g}(x —t)

+ iE (£ (8= %0)} (@1 = Xo1 c0S @, @, — X0, 05 BYFL {g}(x — )

+JEP (8= 20)} (@1 — xo1 cos @, wp — X0z cos P (g} (x — )

+ KESP U (= x0)} @y — xo1 cos @, w; — Xop cos BE {g}(x - £)] (10)

COSII 2
#(w1? = 201X01 €OS @+ (Xo1 COSM?) o Gy uxOlzezu( sna x01w1)

Bukti :

Dari definisi TFFQ sisi pada persamaan (1), diperoleh
aﬁ{Txo * g (w)

1- t 2 cos 1- t
f f ”CO d sma X’ “sina©1® 1+sma ) #CO ﬁ
Rz JR? o2
M(C"Sﬁ ——2 o, + 25 ) 1—pcota cosa 1—pcotf 9B .4 t,—x,)
-e2"\sinB *2 smB 272 smﬁ 2—6 mal‘tl(tl_xl) 2— smﬁ'u2 272
T w




© Ty f(®) glx —t) dt dx
Misalkan ¢ = x — t. Setelah dilakukan proses manipulasi aljabar, dengan mudah diperoleh
FP (e f * g} (@)

1—pucota |1—pucot 1cosa 2 1cos B ( 2 )
= H U B ezsimat 1262,,,( smatlwl) eZsmﬁ"u 2 ezﬂ Sin g t2%2
2T 2 R2

f(t - xo) dt] EXF {g} (o)

Misalkan z = t — x, maka

P {ax,f * g} (@)
— J- 1- pcota \]1 —H COtﬁ ;(S:loszu(zl+x01) ezl‘—( sina (21+x01)w1) eZ(s:?r?g#(Zz+x°2)
2 2
R2

.e%ﬂ(-ﬁ(mmﬂm) f(2) dz] F,f"ﬁ {9} (@)

Karena tidak berlaku sifat komutatif terhadap operasi perkalian pada quaternion, maka fungsi
f(2) didekomposisi menjadi f(z) = fy(2) + if,(z) + jf>(2) + kf3(2), diperoleh
FP iy, f * g}(@)

1 2
1—pcota [1—pcotf E“(z?sg 212~ g Z1(@1=%o1 cOS a)) lcosa o
= e e2sina
2n 2 R2

1 (cospB 1
1 2 Su| o 227 - z5(wz—x0; cos cos 2
. efﬂ( Smaxmwl)eZ‘u(smB 2 sm,B 2(@z=%o ﬁ)) 2sinf Hoz* ez” 5in g X022

{H@E" (g)(@) + i, DE (g} (@) +if DE (g} (@) + kfs(DE P (g} (@)} dz |

icosa 1cos

Kalikan kedua ruas dengan ezsime*(@1%01€05@" go5ing

2
f W20 cos ) dan lakukan manipulasi

aljabar pada persamaan tersebut sehingga menjadi

lcosa
e2sina

u(w,—xq, cos a)? %M(wz—xoz cos B)? a,B{Tx e g}(w)
)

1cosa 2 2 1cosp 2 2 )
= g2 sina H¥01 eZ”( smax‘“wl)ez sin g #¥oz ezp' Sin g X022

) [Fua ﬁ{fo(z)}(ah — Xp1 €OS @, Wy — Xz COS ﬁ)ﬁl "B{g}(‘P)
+IEP (£ (@)} w — X1 cOs @, w; — Xoz cos BEL P {g}()
+JESP (@)} Wy — xo1 cOs @, w, — Xoz c0s BE (g} ()
+ KESP{f3(2)} (@1 = x01 cos @, 3 — xo cos IE (g} ()]

1cosa icosB

_ 2
Kalikan kedua ruas dengan e~ zsina #(©@17%01 €0s@* =55 (w2 =xoz cos f)

serta substitusi
kembali nilai ¢ = (x — t) dan z = t — x,, sehingga persamaan di atas menjadi
Fua’ﬁ{‘[xo * g}(w)

icosa
= e 2sina

#(w1? = 201 %01 COS @+ (o cOS @)?) o S px glze%u(— sma"‘n“’l)
1 o2~ s oee2)
: [F,}a'ﬁ{fo(t — x0)}(w1 — Xo1 COS @, W5 — Xo3 COS B)Pf'ﬁ{g}(x -t
i (1 (8~ x0)} (@1 — %01 cos @, w, — Xo cos PF P (g} (x — 1)
+]'ﬁla'ﬁ{fz (t — x0)}(w; — xp1 COS @, Wy — Xgp COS ﬁ)ﬁla'ﬁ{g}(x -t

1cosa

1 cos
u(wy% = 2w,%g5 cos B+ (xg, cos B)?) o2 smg UXoz?

10



Iv.

+kFﬂa'ﬁ{f3 (t — x0)} (w1 — xo1 COS @, W5 — X3 €OS ﬁ)ﬁla'ﬁ{g}(x - t)]
Dengan demikian teorema TFFQ sisi kiri dari tranlasi konvolusi dua fungsi quaternion terbukti.

KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan, pada penelitian ini berhasil

dirumuskan definisi TFFQ sisi kiri dan sifat-sifatnya (linearitas, translasi, modulasi dan skala). Selain

itu, dirumuskan pula teorema konvolusi pada TFFQ sisi kiri serta TFFQ sisi kiri dari konjugat konvolusi

dan translasi salah satu fungsi pada konvolusi.
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